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Schrijf boven elk vel je naam, studentnummer en studierichting (W, N of I).
Het is toegestaan een (grafische) rekenmachine te gebruiken.

1. We beschouwen een rij onafhankelijke continue stochasten X1, Xo, ..., die allen ver-
deeld zijn volgens de dichtheid
3z alsze0,1]

—J 2
f(x){ 0 als z € R\ [0,1].
De onderdelen van deze opgave zijn allemaal los van elkaar te maken!

(a) Wat is de kans dat van de tien stochasten Xi,..., Xjo er 2 of meer een waarde
krijgen kleiner dan £? Als het u niet lukt om P(X; < 1) te bepalen, neem dan
aan dat P(X; < 1) = 1.

(b) Definieer Y = Xf/z. Geef de verdeling van Y.

(¢) Definieer
100

S=> X
i=1
Benader de kans dat S groter is dan 65, dus P(S > 65).

2. We leggen de 52 kaarten van een goed geschud pak naast elkaar op een tafel. We
definiéren X als het aantal rijtjes met opeenvolgende kaarten van dezelfde kleur
(schoppen, harten, ruiten of klaveren; er zijn 13 kaarten van elke kleur). Voorbeeld:
in het rijtje kaarten met kleuren RRHRRSKKH zitten 6 rijtjes van opeenvolgende
kaarten met dezelfde kleur.

(a) Bereken P(X = 4).

(b) Bereken E(X). Hint: merk op dat X gelijk is aan het aantal kleurwisselingen
in de rij plus één.

3. We gooien met een eerlijke munt, en zetten een pion een stap vooruit bij kop, en
twee stappen vooruit bij munt. Als we de % “worp” dus definiéren als U; (dus
P(U; = 1) = P(U; = 2) = 1/2), dan is de positie van de pion na de n9® worp gegeven

door
n
X, =) U
i=1
We zijn geinteresseerd in de gebeurtenissen

voor k > 1.



(a) Zijn de gebeurtenissen A; en Ay onafhankelijk? Bewijs uw uitspraak!
(b) Definieer pp = P(Ay). Laat zien dat voor k > 1,

_2, 101 F
Pr=373\"2) -
Merk op dat limg_,oo pr = 2/3; kunt u dit op een eenvoudige manier verkla-

ren? Hint voor het berekenen van pg: leid met behulp van conditionering een
recursieve betrekking af voor het rijtje pg.

(c) Verklaar waarom P(Agym | Ax) = P(Ay,). Definieer By = 1 wanneer Ay
optreedt, en anders By = 0 (By is dus de indicatorfunctie van de gebeurtenis
Ap). Bewijs dat

et =2 (2) (4 (2) "+ ()"
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Tabel 1: Right tail probabilities 1 — ®(a) = P(Z > a) of the
N(0, 1)-variabe Z.




Full solutions:

la Er geldt

i

1

3 gj2]3 _ 1
<)=/"= — -
]P’(X1_4) ; 2\/§dx {x }0 3

Het aantal van de tien stochasten dat dus een waarde kleiner dan % krijgt, is Bin(10, %)
verdeeld. De kans op 2 of meer is dus:

N 10\ 1\ /7’
1- (<) - =) (L) =o0.3611
() () G) () o
In het geval een student (ten onrechte) P(X; < i) = % heeft genomen, dan krijgen we
3\'"" 10\ /1) /3)°
() () -

1b Beschouw voor ¢ € [0,1] de verdelingsfunctie Fy (t):

Dit laat zien dat Y een UJ0, 1] verdeling heeft!

1c We gaan de centrale limiet stelling gebruiken, en hiertoe rekenen we eerst E(X7) en
Var(X7) uit:

E(Xy) = /OO xf(z)dx

—00

Verder:



Dus Var(X;) = 2 — & = 2. Dus E(S) = 60 en Var(S) = 1200/175. We weten dat de
som van een groot aantal onafhankelijke en gelijk verdeelde stochasten ongeveer normaal

verdeeld is. Dit betekent:

1200
P(S > 65) ~ P <N(60, )2 65)

65 — 60
- (o= e

= P(N(0,1) > 1.91) = 0.028.

2a De enige manier waarop X = 4, is als alle kaarten van dezelfde kleur bij elkaar liggen.
Er zijn 4! mogelijke kleurvolgordes, en binnen elke kleur kunnen we de kaarten op 13!
manieren neerleggen, dus de kans is 4!(13!)%/52! = 34.5 - 10728,

2b De hint suggereert om te kijken naar de kans dat de i9¢ kaart een kleurwisseling was
(voor 2 < i < 52). Dit betekent dus dat de i9° kaart een andere kleur moet hebben dan
de kaart op positie i — 1. Aangezien we alleen maar naar deze twee kaarten hoeven te
kijken, hangt deze kans dus niet af van i! De kans dat de tweede kaart een andere kleur
heeft dan de eerste, is gelijk aan 39/51 (van de overgebleven 51 kaarten hebben er 39 een
andere kleur dan de eerste kaart). Dit betekent dat het verwachte aantal kleurwisselingen
gelijk is aan 51 -39/51 = 39. Dus E(X) = 40.

3a Ergeldt P(A;) =P(U; =1) =1/2enP(Az) = P(A§)+P(A1)-P(Uz = 1) = 3/4. Verder
geldt dat A; N Ay alleen optreedt als Uy = Uy = 1, dus P(A; N Ag) = 1/4 # P(A;)P(Ag).

Ay en A, zijn dus afhankelijk. Andere methode: P(Ay | Aj) = 1 # P(Ay).

3b Er geldt:

1
Pk = P(Ak—1)§ +P(A_1)

1
= 5Pr-1 + (1 —pr—1)

1
=1— —pr_q.
22%1

Definieer nu ¢ = % + % (—%)k We weten dat p; = 1/2, en er geldt ook dat ¢; = 1/2.

Verder geldt
1 11/ 1\*!
1‘2%1—1‘3‘6(‘Q>

_2 1 1\"
3 3\ 2
= gk-

Nu volgt met inductie dat pr, = qx. De “snelheid” van de pion is in verwachting gelijk aan
3/2, dus in n stappen staat de pion rond positie (3/2)n (als n groot is). Dit betekent dat
n van de (3/2)n posities geraakt zijn, dus 2/3 van het totaal.



3c Als we conditioneren op Aj, dan weten we dus dat de pion ooit op positie k heeft
gestaan. Vanaf dat moment moet die pion precies m stappen naar rechts doen om uit te
komen in m + k, en dat heeft dus dezelfde kans als dat hij in 0 begint en een keer positie
m moet bezoeken. Met andere woorden, P(Agim, | Ax) = P(Ay). We weten dat By, en
By, 1k alternerende stochasten zijn met P(By = 1) = pg en P(Bgym = 1) = pgym. Dus

E(Bg) = pr en E(Brim) = Prtm-

Ook geldt

E(BgBrym) = P(Ax N Apym) = P(Aprm | Ar)P(Ak) = pmpi-

Dus

Cov(Bg, Brym) = PmPk — PkPm+k
42\ 2 T 1 T
9 9 2 2 9 2
NIRRT AR AL AN A
9 9 2 9 2 9 2
) 5(5) ()
m 1 k+1 1 2k+1
1 - _Z
) ()" ()



