Complexe Functies (NB019C) 28 juni 2017

Tentamen Complexe Functies (kans A)

Opgave 1. (6 punten) Bereken de volgende contourintegralen:

(i) ]{ sin(e’) dz over de eenheidscirkel.
oD1(0)  #

z| e*
(ii) ]{ H—2 dz over de cirkel van straal 2 rond de oorsprong.
dD2(0) <

Oplossing:
(i) Omdat sin(e*) holomorf is op C geldt volgens de Cauchy integraalstelling

€ —e€

% sin(e?) dz = 2mi sin(e’) = 2mi sin(1) = 27i — =n(e' —e).
aD1(0) < 2
(i) Merk op dat g(z) = |z| niet holomorf is, daarom is ook f(z) = |Zz‘fz niet holomorf

op C* en is de residuformule niet van toepassing. Maar wegens |z| = 2 op 0D5(0) is

j{ ]z|2e dz = 2?4 6—2 dz en volgens de Cauchy integraalstelling voor afgeleiden
oD, (0) ? 8D (0) #

5§ G de=2mie)(0) =2, dus's § ELZ g — ami
aD(0) # aD2(0) <

Opgave 2. (5 punten)

(i) Zij f(=) een op C holomorfe functie en definieer

91(2) =), g(2) = f(2), Nh(z):= f(2).

Laat zien dat Ai(z) holomorf is op C, maar dat g;(z) en g2(z) dit in het algemeen niet
zijn.
Hint: Denk aan de Cauchy-Riemann vergelijkingen.

(ii) Zij f(2) holomorf op C en definieer M, := max, -, |f(2)|.

Leg uit waarom M, < M,, voor 1 < 7.

Oplossing:



(i)

Opgave 3. (6 punten) De functie f(z) =

Met f(2) = z = x+iyis g1(2) = g2(2) = Z = x—iy en we weten al dat dit niet holomorf
is, want het voldoet niet aan de Cauchy-Riemann vergelijkingen: % =1#—-1= %—gyl.

Voor h(z) schrijven we f(z) = u(z,y) +iv(x,y), danis h(z) = u(x, —y) —iv(z, —y) en
we krijgen

0 0
% fe h(Z) - %u<x7 _y) - Ux(l', _y) Cauchyiiemann Uy($7 _y)
0 )
kettin:gregel a_y(_v(x’ _y)) - a_y Im h(z)
en analoog
0 0
a—y Re h(Z) = a—yu(% _y> kettifiregel —uy(ZE, —y) Cauchyf{iemann U$(x, —y)

- ——x(—v(:c, —y)) = —(%Imh(z)

d.w.z. de partiéle afgeleiden van h(z) voldoen aan de Cauchy-Riemann vergelijkingen.
Omdat f(z) holomorf is, zijn de partiéle afgeleiden van f(z) continu en daarom ook die
van h(z), dus is h(z) inderdaad holomorf.

Stel M,, < M,, voor r; < ry. Dan heeft f(z) in een inwendig punt van D,,(0) een
lokaal maximum en volgens het maximum principe is f(z) dan constant, maar dan zou
M,, = M,, moeten gelden.

Alternatief: Volgens het maximum principe neemt |f(z)| op een begrensd gebied zijn
maxium op de rand aan, daarom is M, = max—, |f(2)] < maxp <, |f(2)] =
Mmax|z|=ry |f(2)] = M,,.

5 heeft simpele polen in zg =0 en z; = 1.
Z —

(i) Bepaal de Laurent ontwikkeling van f(z) in zy = 0 voor 0 < |z| < 1.

(ii) Bepaal de Laurent ontwikkeling van f(z) in zo = 0 voor |z| > 1.

(iii) Bepaal de Taylorreeks van f(z) in 2z = —1 en geef de convergentiestraal van deze

Taylorreeks aan.

1 1 1
Hint: G dat = =——— .
int: Ga na dat f(z) R o
Oplossing:
(i) Voor |z| < 1 hebben we
11 1 [ 1
/() 21—z z(nzgz) z T



(i) Voor |z| > 1is

1 —(1—=2)— —1 1
(iii) Op eenzelfde noemer brengen geeft T (z(l _Z)Z) - e Rle S

Herschrijven van de breuken naar (meetkundige) reeksen in z + 1 geeft

1 1 >
e =3 41" e

2 1=(z+1) £
1 -1 1 1ex 1 >
— et = —— — o 1
-2 2-(z2+1) 21— 2;)2 i nzzo
en dus

fe) = - —Z

Alternatief laten zich de coéfficiénten van de Taylorreeks ook via de afgeleiden bepalen:

1 /—1\"™ 1 —1 —1
| = — | —s (=1 =
n! < z ) n!( 1)l 2l a=— 1( D (—1)n+t !

J(z+1)"

1/ 1\ 1 1 1 1
n! (z — 1) n!( J'm (z — 1)ntl z=—1 (=1) (=2)t1 2ntl
De convergentiestraal is R = 1, dit is de afstand van z; = —1 van de singulariteit in

zo = 0. Natuurlijk volgt dit ook uit het feit dat lim,, ., {/1 — 2n+1 =1is.

Opgave 4. (5 punten) Zij f(z) = tan(wz).

(i) Bepaal de singulariteiten van f(z) op C en geef het type van de singulariteiten aan.

(ii) Bereken de contourintegraal ]{ tan(mz) dz, waarbij m > 1 een geheel getal is.

8Dy (0)
Oplossing:
. sin(mz) : o :
(i) Uit tan(mz) = (2) volgt dat f(z) singulariteiten heeft in de nulpunten van cos(7z) en
cos(mz
dit zijn de waarden N +% voor N € Z. In een nulpunt z, heeft cos(mz) de onwikkeling
cos(mz) = —msin(mzp)(z — 20) + ... en omdat cos en sin geen gemeenschappelijke

nulpunten hebben, is zy dan een simpel nulpunt. De singulariteiten N + % van f(z) zijn
dus alle simpele polen.



(i) Wegens cos(mz) = —msin(mzy)(z—20)+. .. in een nulpunt 2z van cos(mz) is res,, f(z) =

sin(7z . . .
—< 0) = —1_ Binnen de cirkel D,,(0) van straal m liggen 2m nulpunten van
—msin(mzp) T

1
cos(mz), dus is volgens de residuformule ]{ f(z)dz =2mi-2m - (—=) = —4ma.
D (0) @

Opgave 5. (5 punten) Bewijs dat voor n € N geldt dat

2T
/ (1 4+ 2cosf)" cos(nd) df = 2.
0

Oplossing: We herschrijven de functie in z = €, dan is

1
= 5(1 + 24+ 27D "+ 2.

0 —i0\ " _ifn —ifn
(14 2cosf)" cos(nb) = (1 +2° te ) ¢ te

2 2

Uit dz = ie??df volgt df = % en hiermee vinden we

1z

27
/ (1 + 2cos )" cos(nb) do = j{ L(1 +2z4 2D+ 2 dz.
0 oD, (0) 212
Bekijk dus de functie f(z) = 5-(1 + 2z + 271)"(z" + z7"), deze heeft als enige singulariteit
(binnen de eenheidscirkel) zo = 0. Wegens de term -L hebben we voor het residu in z, = 0 de
constante coéfficiént in (1+z+2"1)"(2"+27") = (22 + 2+ 1)"(1 + 27?") nodig, en deze is 2
(we moeten 272" in de tweede factor met de hoogste term 22" uit de eerste factor combineren,

en 1 uit de tweede factor met 1 uit de eerste factor), dus is resy f(z) = % -2 = —1 en volgens

de residuformule is dan 7{ f(2) dz = 2mi(—i) = 27.
aD1(0)



