Calculus 3 (NP005B) 2 juni 2016
Tentamen Calculus 3 (kans B)

Opgave 1. (4 punten)
Een deeltje beweegt voor t > 0 op het pad

c(t) = {(tsin( ), tcos(t), f %) ER3|t> O}

(i) Geef voor het tijdstip ¢y = 7 de positie, de snelheid en de richtingsvector van de beweging
van het deeltje aan.

(i) Bepaal voor T' > 0 de lengte van het pad dat het deeltje in het tijdsinterval 0 < ¢t < T
aflegt.

(iii) Stel op tijdstip to = 7 verdwijnt de kracht die het deeltje op zijn pad dwingt. Vanaf dit
tijdstip zal het deeltje met constante snelheid en richting bewegen.

Wat zijn de codrdinaten van het deeltje op tijdstip ¢ = 2n?

Oplossing:
3
(07 - @ 7)

(i) (1.5 punten) De positie op tg =7 is ¢(7) = T, m2).

Voor de snelheid en de richtingsvector is de afgeleide c’(t) nodig, deze is ¢/(t) = (sin(¢t) +
tcos(t), cos(t) —tsin(t),v/2t). Op tg = is dit ¢/(7r) = (—m, —1,+/27), dit is de richtings-
vector op tijdstip tg = 7.

De snelheid op tg = mis ||c/(7)|| = V@2 + 1+ 2n = /(m+ 1)2 =7 + 1.

(i) (1.5 punten) De lengte van het pad is
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(iii) (1 punt) Omdat de snelheid en richting vanaf tijdstip ¢y = 7 constant blijft, is de positie
op tijdstip #1 gelijk aan c(ty) + ¢'(to)(t1 — to) = (0,—m, ¥x2) + w(—m, —1,/27) =
(=72, —2m, ( + V2)r2) = (-2, —2m, By2n).

Opgave 2. (6 punten)
De variabelen x,y en u, v zijn gerelateerd door de vergelijkingen

r=u®—uv en y:3uv+2v2.



(i)

(ii)

Laat zien dat zich w en v in een omgeving van het punt (ug,v9) = (—1,2) als functies
u=u(z,y) en v =v(x,y) laten schrijven.

0 0
Bepaal de partiéle afgeleiden 8—u en 6—” in het punt (ug,v0) = (—1,2).
€z Y

(iii) Bepaal een benadering van u(1.02,1.97).
Oplossing:
(i) (2 punten) Schrijf Fi(u,v,z,y) = u® —uv — x en Fy(u,v,z,y) = 3uv + 202 — y.
% %ﬁ 3u? — v —U
. . . N m A

De Jacobi matrix met betrekking tot uw en v is J = oF, oF, | = ( 2 3u+4v>
ou ov

en wegens det J,—_1 ,—2 = det (é é = —1 # 0 laten zich u en v (volgens de impliciete

(iii)

functie stelling) in een omgeving van het punt (—1, 2) als functies u = u(z,y) en v = v(z,y)
schrijven.

(3 punten) Partieel afleiden van de twee gegeven relaties naar = geeft

ou ou ov ou ov ov
1 =322 2= = — 3= A PPt
3u 9z '3z Y3z en 0 3v8x + 3u8m + Vo
Ou Ov ou _Ov
inh =(—1,2 ftdit —+—=1 —+5— = W.Z. h
in het punt (ug, vg) = (—1, 2) geeft dit 9 en 68x+58m 0, d.w.z. de gezochte

du
partiéle afgeleiden zijn een oplossing van het stelsel 11 O | — L :
6 5 % 0
Wegens 11 71— o1 volgt hieruit
g6 5/ “\e6 —1) "¢

(£)-( 90-()

Partieel afleiden naar y geeft analoog @ + @ =0en 6@ + 5@ =1 en hieruit volgt
dy Oy 9y 0Oy

(B)-( ) 0-(4).

In het bijzonder hebben we dus Ou = —b5en Ou =1 in het punt (—1,2).

Ox oy
(1 punt) Voor (u,v) = (—1,2) geldt x = 1 en y = 2. De differentiaal du is gegeven
door du = 8—Zda? + gZdy en voor dr = 0.02 en dy = —0.03 vinden we hiermee met de
partiéle afgeleiden g—z = —b5en gz = 1 uit deel (i) dat du = —5-0.02 4 1 - (—0.03) =

—0.1 - 0.03 = —-0.13.
De benadering van «(1.02,1.97) is dus u(1,2) + du = —1 — 0.13 = —1.13.



Opgave 3. (6 punten)
De functie f is op R? gegeven door f(z,y) = 2%y — 22> + 2zy.

(i)

(ii)
(iii)

(iv)

Bepaal de vergelijking van het raakvlak aan de grafiek (z,y, f(x,y)) van f(x,y) in het punt
<$07y0) - (17 1)

Bepaal de kritieke punten van f(z,y).

Geef telkens aan of de in (ii) gevonden kritieke punten lokale minima, lokale maxima of
zadelpunten van f(z,y) zijn.

Ga ook na of f(z,y) globale minima of globale maxima heeft.

Oplossing:

(i)

(iii)

(1 punt) De grafiek van f is het niveauoppervlak g(x,y, z) = 0 voor de functie g(z,y, z) =
f(z,y) — z. De gradiént staat loodrecht op een niveauoppervlak en er geldt Vg = (2zy —
22 + 2y, 22 — 4oy + 2x, —1), in het punt (1,1) geeft dit de normaalvector (2, -1, —1).

De vergelijking van het raakvlak is dus van de vorm 22—y —2z = ¢. Omdat f(1,1) = 1 s, ligt
het punt (1,1,1) in het raakvlak, daarom is ¢ = 0, d.w.z. de vergelijking is 2z —y — 2z = 0.

(2 punten) De partiéle afgeleiden zijn

0 0

of =2y -2y + 2y =2y(x —y+1) en of =2 — 4oy + 2z = x(x — 4y + 2).
Ox oy

Uit %:Ovolgty:Oof:c:y—l, Uit %:OVOIgtx:Oof:czély—Q. Combineren
van y = 0 en & = 0 geeft het kritieke punt (0,0), combineren van y = 0 en x = 4y — 2
geeft het kritieke punt (—2,0), combineren van x =y — 1 en x = 0 geeft het kritieke punt
(0,1), en combineren van x =y — 1 en x = 4y — 2 geeft y — 1 = 4y — 2, dus 3y = 1 en dit
geeft het kritieke punt (—%, %)

Er zijn dus vier kritieke punten: (0,0), (—2,0), (0,1) en (-2, 3).

(2 punten) De tweede partiéle afgeleiden zijn % = 2y, giyé[ = —4xen % = 2r—4y+2,
de algemene vorm van de Hesse matrix is dus
1y — 2y 2 — 4y + 2
22 — 4y +2 —4x '

o : 2 :
De Hesse matrix in het punt (0,0) is H ) = (g 0> en wegens det H ) = —4 < 0 is
dit een zadelpunt (want H(0,0) heeft een positieve en een negatieve eigenwaarde).

0 -2

De Hesse matrix in het punt (—2,0) is Hi—20) = (_2 A

> en wegens det H(_g0) =
—4 < 0 is ook dit een zadelpunt.

De Hesse matrix in het punt (0,1) is Hg1) = (_22 _02> en wegens det H(g 1) = —4 <0

is ook dit een zadelpunt.

De Hesse matrix in het punt (—%, %) is H _

)

2 2
= 3 3 ) en wegens detH,_2 1, =
3) ( )

3’3

2>0en 2> 0is dit een lokaal minimum.



(iv) (1 punt) De functie heeft geen globale maxima en minima, want op de lijn z = y is
f(z,x) = —2% + 222 en we hebben lim,_, |, f(7,7) = —oc en lim,_, o f(7,7) = 0.

Opgave 4. (5 punten)
Zij S het oppervlak in R? dat gegeven is door de vergelijking

222 + 3y% + 2% — 122y + 4z = 35.

(i) Bepaal de maximale en de minimale waarde van de z-codrdinaat die een punt (z,y,2) op
S heeft.

(i) Bepaal de normaalvector op het oppervlak S in een punt met maximale z-codrdinaat.

Oplossing:

(i) (3 punten) We zoeken de extreme waarden van de functie f(x,y,z) = z onder de rand-
voorwaarde g(z,y, z) = 0 voor g(z,y, z) = 222 + 3y? + 22 — 122y + 4xz — 35. Er geldt

Vf=1(0,0,1) en Vg=(4x — 12y + 4z, —12x + 6y, 4x + 22)

en volgens de methode van Lagrange multiplicatoren moet in een extreme waarde van f
onder de randvoorwaarde g = 0 gelden dat Vf = AVg.

Uit de derde component volgt dat A #£ 0, dus moet gelden dat
dr — 12y +42=0 en —12x+ 6y =0.

Elimineren van z (3 keer de eerste plus de tweede vergelijking) geeft —30y + 12z = 0, dus
Yy = %z Elimineren van y (eerste plus 2 keer de tweede vergelijking) geeft —20z + 42 = 0,
dus 2 = 1z. Invullen hiervan in g(z,y,2) = 0 geeft dan (& + 32 +1— 32 +2)22 — 35 =0,
d.w.z, EH242-20420,2 — 35 dus 3222 = 35, dus 2z = +5.

De punten op S met extreme z-codrdinaat zijn dus (1,2,5) en (—1, -2, =5).

(i) (2 punten) Het gegeven oppervlak S is het niveauoppervlak g(z,y,z) = 0 van de functie
g(z,y, 2) = 202 + 3y? + 22 — 122y + 4wz — 35. De gradiént Vg = (4o — 12y + 42, —122 +
6y, 4r+2z) van g staat loodrecht op het niveauoppervlak, we hebben Vg 55y = (0,0,14)
en Vg—1,—2,-5) = (0,0,—14), dus wijst de normaalvector telkens in de richting van de
2-as.

In feite is het juist de basis van de methode van Lagrange multiplicatoren dat V f en Vg
in een extreme waarde van f onder de randvoorwaarde g parallel zijn, en omdat V f in de
richting van de z-as wijst geldt dit ook voor de de gradiént van g, die parallel is met de
normaalvector op S.

Opgave 5. (4 punten)
Voor (z,y,2) € R3 is een vectorveld F' gegeven door

2
F(z,y,2) = (axlnz, by?z, C(xf +y3)),
z

waarbij a, b, c € R parameters zijn.



(i)
(i)

Bepaal a, b en ¢ zo dat F(x,y, z) een conservatief veld is.

Geef expliciet een potentiaalfunctie ¢(z,y, z) van I aan, d.w.z. een functie ¢ : R? — R die
voldoet aan F' = V¢.

Oplossing:

(i)

(ii)

(2 punten) We testen de noodzakelijke voorwaarden voor het bestaan van een potentiaal-
functie:

oF; OF, oFy, O0Fy | ..
— = —=0,d ldt — = —= altijd;
By 0 en B 0, dus ge By B altijd;
F F 2
—6 1_ar en —a 5 —m, dus moet gelden dat a = 2¢;
0z z Ox z
OF: OF:
2 = by? en —= = 3cy?, dus moet gelden dat b = 3c.

0z oy
Het vectorveld F' is dus conservatief als het van de form

2
F(':Uayaz) :C(QIEIHZ, 3y227 £+y3)
z

is voor ¢ € R.
(2 punten) We laten de parameter ¢ buiten beschouwing, als ¢ een potentiaalfunctie van
F'is, is c¢ een potentiaalfunctie van cF'.

Integreren van F| met betrekking tot = geeft ¢(z,y,2) = 22Inz + f(y, 2), integreren van
F5 met betrekking tot y geeft ¢(z,y, 2) = y32+g(z, 2) en integreren van F3 met betrekking
tot z geeft ¢(x,y,2) = 22 Inz + 32 + h(z,y).

Hieruit volgt dat ¢(x,y,2) = 22Inz + y3z + C een potentiaalfunctie van F is.



