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1. (a) Zij F een geordend lichaam en 0 6= x ∈ F . Bewijs dat x2 > 0.

(b) Bewijs dat er geen totaal ordening≤ op C is waarmee (C,≤) een geordend lichaam
is.

2. (a) Bewijs lim
n→∞

n ·

(√
1 +

1

n
− 1

)
=

1

2
.

(b) Voor an =
√
n, bewijs lim

n→∞
(an+1 − an) = 0.

(c) Is de rij {an} een Cauchyrij?

3. Zij {an}n∈N een rij van strikt positieve getallen. Bewijs dat

lim sup
n→∞

a1/nn ≤ lim sup
n→∞

an+1

an
.

(Je mag zonder bewijs gebruiken dat voor elk x > 0 geldt limn→∞ x1/n = 1.)

4. Zij {an} een dalende rij van positieve getallen zodat
∑∞

n=1 an convergeert. Bewijs dat
lim
n→∞

nan = 0.

5. Zij

S = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · ·

(a) Bewijs dat deze reeks convergeert.

(b) Bewijs dat

1− 1

2
+

1

3
+

1

5
− 1

4
+

1

7
+

1

9
− 1

6
+

1

11
+

1

13
− · · · = 3

2
S.

Opmerking: Dit is een herordening van de reeks 1 − 1
2

+ 1
3
− · · · , die naar S

convergeert.
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Uitwerking

1. (a) Voor x 6= 0 geldt of x > 0 of x < 0. In het eerste geval volgt x2 = x · x > 0. In het
tweede geval geldt −x > 0 en dus x2 = (−x)(−x) > 0.

(b) Stel er is een ordening ≤ zodat (C,≤) geordend lichaam is. Voor i = (0, 1) ∈ C
geldt i2 = −1 < 0, wat een tegenspraak met (a) is.

2. (a) Voor n → ∞ geldt n−1 → 0, dus 1 + n−1 → 1. Met het feit dat x 7→
√
x strikt

stijgend is en
√

1 = 1 volgt dat
√

1 + n−1 → 1. Nu geldt(√
1 +

1

n
− 1

)(√
1 +

1

n
+ 1

)
=

(
1 +

1

n

)
− 1 =

1

n
.

Dus

n

(√
1 +

1

n
− 1

)(√
1 +

1

n
+ 1

)
= 1,

en met
√

1 + n−1 + 1→ 2 volgt

n

(√
1 +

1

n
− 1

)
→ 1

2
.

(b) We hebben

√
n + 1−

√
n =
√
n

(√
1 +

1

n
− 1

)
=

1√
n

[
n

(√
1 +

1

n
− 1

)]
.

Uit (a) weten wij dat de factor [· · · ] naar 1
2

convergeert. Hiermee is duidelijk dat√
n + 1−

√
n→ 0.

Alternatief direct argument:

√
n + 1−

√
n = (

√
n + 1−

√
n)

√
n + 1 +

√
n√

n + 1 +
√
n

=
(n + 1)− n√
n + 1 +

√
n

=
1√

n + 1 +
√
n
→ 0.

(c) Nee, want een Cauchyrij {an} is begrensd, wat voor an =
√
n duidelijk niet geldt.

3. Schrijf S = lim sup an+1

an
. Als S = +∞ dan is de bewering trivialerwijze waar. Stel dus

S < ∞. Dan is de rij {an+1

an
} begrensd, dus M := sup an+1

an
< ∞. Zij ε > 0. Dan is er

een n0 zodat n ≥ n0 ⇒ an+1

an
≤ S + ε. Nu

a1/nn =

(
an
an−1

an−1
an−2

· · · an0+1

an0

an0

an0−1
· · · a2

a1
· a1
)1/n

≤
(
(S + ε)n−n0Mn0a1

)1/n
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Dus

lim sup a1/nn ≤ lim sup
(
(S + ε)n−n0Mn0a1

)1/n
= (S + ε) lim sup

(
(S + ε)−n0Mn0a1

)1/n
= S + ε.

Dit geldt voor alle ε > 0, dus lim sup a
1/n
n ≤ S, en dit was te bewijzen.

4. Convergentie van de reeks
∑

n an is per definitie convergentie van de rij {Sn}, waar
Sn = a0 + · · · + an. Deze rij convergeert d.e.s.d.a. als hij Cauchyrij is, dus d.e.s.d.a.
voor elk ε > 0 een n0 bestaat zodat n > m ≥ n0 ⇒ |Sn − Sm| < ε, wat equivalent is
aan

∑n
k=m+1 ak < ε. (De absolute waarde tekens mochten wij weglaten omdat an ≥ 0.)

Gezien {an} dalend is geldt Sn−Sm =
∑n

k=m+1 ak ≥ (n−m)an. Dus: Uit convergentie
van

∑
an volgt dat er voor elk ε > 0 een n0(ε) is zodat

n > m ≥ n0(ε)⇒ (n−m)an ≤
n∑

k=m+1

ak < ε.

In het bijzonder n ≥ n0(ε) ⇒ nan < ε + n0an. Convergentie van
∑

an impliceert
an → 0, dus voor n ≥ n0(ε) groot genoeg geldt n0an < ε, dus nan < 2ε. Dus nan → 0.

5. (a) De reeks
∑∞

n=1
(−1)n+1

n
is alternerend en 1

n
gaat monotoon naar nul. Convergentie

volgt dus uit de ‘alternating series test’.

(b) We heeben

S = lim
N→∞

N∑
n=1

(−1)n+1

n
= lim

N→∞

4N∑
n=1

(−1)n+1

n
,

en
S

2
= lim

N→∞

N∑
n=1

(−1)n+1

2n
= lim

N→∞

2N∑
n=1

(−1)n+1

2n

Dus

S +
S

2
= lim

N→∞

(
4N∑
n=1

(−1)n+1

n
+

2N∑
n=1

(−1)n+1

2n

)

= lim
N→∞

(
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ 1

4N

)
+

(
1

2
− 1

4
+

1

6
− · · · − 1

4N

)
= lim

N→∞

(
1 +

1

3
+ · · ·+ 1

4N − 1

)
− 2

(
1

4
+

1

8
+ · · · − 1

4N

)
= lim

N→∞

(
1 +

1

3
+ · · ·+ 1

4N − 1

)
−
(

1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2N

)
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Voor N = 2 is dit 1 +
1

3
+

1

5
+

1

7
− 1

2
− 1

4
= 1− 1

2
+

1

3
+

1

5
− 1

4
+

1

7
, en voor N = 3 is dit

1 +
1

3
+

1

5
+

1

7
+

1

9
+

1

11
− 1

2
− 1

4
− 1

6
= 1− 1

2
+

1

3
+

1

5
− 1

4
+

1

7
+

1

9
− 1

6
+

1

11
.

Het is nu duidelijk dat

3

2
S = 1− 1

2
+

1

3
+

1

5
− 1

4
+

1

7
+

1

9
− 1

6
+

1

11
+

1

13
− · · · .


