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1. Zij A, B, C, D niet-lege verzamelingen. Bewijs dat A x B C C' x D geldt dan en slechts
dan als A C C' en B C D. Blijft dit waar als (een of meerdere) verzameling leeg mag
zijn?

Oplossing:
(i) Stel A C C en B C D. Zij (a,b) € A x B. Dit betekent a € A,b € B. Met de
aanname volgt a € C,b € D, dus (a,b) € C x D. Dus Ax BC C x D,

(ii) Stel Ax B C C x D. Zij a € A. We hebben B # () aangenomen, kunnen dus
een b € B kiezen. Dan (a,b) € A x B, en met de aanname volgt (a,b) € C x D.
Dus a € C (en b € D, maar dat interesseert ons niet). Dus A C C. Op dezelfde
manier zien we dat B C D. (Hiervoor hebben wij A # () nodig!)

(iii) NEE! Als A = () dan is A x B = ) voor elke verzameling B. De inclusie A X B C
C x D is dus waar voor willekeurig B,C, D. Dus ook als B ¢ D. De implicatie
AxBCCxD = ACCen BCD isdus fout als A (of B) leeg is.

2. Zij A, B C R begresde verzamlingen. Definieer
A-B={x—yl|laxzeA ye B}.

Bewijs dat A — B begrensd is en druk inf(A — B) en sup(A — B) uit door inf A, sup A4,
inf B, sup B. Bewijs uw beweringen.

Oplossing: A en B zijn begrensd. Er zijn dus reelle getallen M, N > 0 zodat |a| <
M Va € Aen |b| <N Vbe B. Dit is equivalent aan

M <a<M, —N<b<N Va € A,b € B.
Als we deze ongelijkheden bij elkaar optellen krijgen wij
—(M+N)<a+b<M+N VYacAbeB.
Dus A + B is begrensd. Nu gebruiken wij de volgende feiten uit boek en hoorcollege:

sup(A+ B) = sup(A) + sup(B),
inf(A+ B) = inf(A)+ inf(B),
sup(—A) = —inf(A).
(Dit mocht van mij zonder bewijs gebuikt worden, want het was bekend!) Nu:

sup(A — B) = sup(A+ (—B)) =sup(A) + sup(—B) = sup(A4) — inf(B),
inf(A— B) = inf(A+ (—B)) =inf(A) + inf(—B) = inf(A) — sup(B).
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3. Zij > ., ay een (formelle) reeks, waar de a, reelle getallen zijn, en Sy = Ziv:o ay, de
rij van partielle sommen. Definieer

m—1 S
— k
Cm — k=0 )

(i) Bewijs dat

m— 1 m—1

1—— | =85,-1—— kay,.

S (EEERErS o

k=0 k=0

(ii) De reeks > >° @, heet Cesaro-sommeerbaar met Cesaro-som L € R d.e.s.d.a.
lim,, ..o C,, = L. Bewijs: Als ZZOZO a, naar L convergeert, dan is ZZOZO an
Cesaro-sommeerbaar met Cesaro som K.

(ili) Geef een voorbeeld voor een reeks die niet convergeert maar wel Cesaro sommeer-
baar is.

Oplossing:

(i) Wij rekenen:

,_.

m = = — = — k= — ay
m ™= =0 =
In de dubbele som aan de rechterkant komt elk paar (k‘ ) een keer voor dat aan
0 <?¢<k<m-—1voldoet. Daarom kunnen wij ZZL Ze:o door 27:61
vervangen en krijgen

m—1m—1 m—1 m—1 m—1 m—1
1 1 1 m—/{
C, = — E Clg:—g ay 1= — ag(m—ﬁ)zg ap
m m m m
m—1 m—1 m—1 m—1
14 l 1
= a(l——)=> a— ) a—=58,1——) la
m m m
=0 =0 =0 =0

zoals gewenst.

(ii) Stel >";7, ax convergeert naar L. Per definitie betekent dit lim,, oo Sy = L. Wij
willen bewijzen dat lim,, .., C;, = L. Met de onder (i) bewezen formule is dit

equivalent aan
m—1

Ji&%zkak_o @)

Per aanname is ) a, convergent. Het Cauchy criterium zegt ons dat voor elk
e > 0een N € N bestaat zodat

n,mZN:|Zak|<5 (2)
k=n
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(iii)

Zij dus € > 0. Kies N zodat (2) geldt. Voor m > N hebben wij
m—1 N-1 m—1
1 1 1
EZkak = EzkakvLEZkak-
k=1 k=1 k=N

De eerste term aan de rechterkant is een constante gedeeld door m, er is dus een
N’ zodat die term kleiner is dan € mits m > N’. De tweede term schrijven we als

m—1 m—1
% Z kak (N Z ap + Z ap + Z ap+ -+ ak>
k=m—1

k=N+1 k=N+2

Met de driehoeksongelijkheid hebben we

m—1 m—1 m—1 m—
1
il < =
Dy ERTE SRS SRIED SR RS o)
k=N k=N+1 k=N+2 k=m—
Dankzij (2) is elk van de uitdrukkingen |---| < ¢, dus
1 ' 1 N - N-1
— ) kay, S—N€+€—|—---+e):( Tm k.
m =N m m

Dus: Als m > max(N, N') dan geldt |m~" 37" kay| < 2¢. Gezien ¢ willekeurig
was hebben wij (1) bewezen.

Zijj a, = (=1)". Dusay = ay = -+ =1lena = azg = --- = —1. Dan is
So=1,5=0,5=1,.... Dus Sy, = 1, 5,41 = 0 ¥n. (Dit geloof ik ook zonder
inductie!) De reeks »  a, convergeert dus niet. Aan de andere kant,

c _Sot A+ 5w on 1 c _Sot S, ntl
2n — - _27 2n+1 — 2’[’L—|—1 —2n+17

2n 2n

en het is duidelijk dat lim,, ., C,, = % Dereeks ) a, is dus Cesaro-sommeerbaar

met Cesaro-som %

4. Is de volgende bewering waar? Bewijs of geef een tegenvoorbeeld.

Zij {a,}° | een rij reelle getallen zodaning dat lim,,_,o, a,, = 0. Dan is de reeks > 7 | a?

2

convergent.

Oplossing: Dit is natuurlijk fout. Kies a, = = met 0 < a < 1/2. Dan geldt
lim,,_,o a, = 0, maar

nOt

1
ZO/ n2a —OO,

n=1

want 2a < 1.



