
Analytische Mechanica:
tentamen 19 Januari 2009

Pagina niet omdraaien tot ik het zeg.

• Je mag gebruik maken van een (grafische) rekenmachine.

• Het gebruik van boeken, ander geschreven materiaal en mobiele telefoons is verboden
gedurende het tentamen.

• Schrijf je naam en studentnummer op elk vel. Geef duidelijk het nummer van de
opgave aan.

• Schrijf je naam en studentnummer ook op deze pagina van de opgaven en geef het
terug samen met je uitwerking als je weg gaat.

• Het tentamen duurt drie uur. Het eerste deel bestaat uit vragen en het tweede deel
uit opgaven.

• Beantwoord eerst alle vragen. De opgaven tellen alleen mee als alle vragen beant-
woord zijn. Als je het aantwoord naar een vraag niet weet, schrijf ”Ik weet het
antwoord niet’.

• Als je alle vragen hebt beantwoord, maak dan de opgaven zover je kan.

• Bedenk dat niet alleen je eindantwoord, maar ook de berekening in zijn geheel
belangrijk is. Dus probeer in een duidelijke en overzichtelijke manier je berekening
weer te geven. Schrijf dus niet alleen formules op, maar leg ook uit wat je doet
zodat ik, als je antwoord fout is, tenminste kan achterhalen of je op het goede spoor
zat.

• De getallen in vierkante haakjes geven het maximum aantal punten voor ieder vraag
en opgave aan. Onvolledige aantworden leveren relatief weinig punten op.
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Vragen

1)[0.5 ] Het theorema van Emma Noether gaat over behoudswetten. Wat zegt dit theo-
rema?

2)[0.2 ] Zijn in het Hamilton-formalisme de coördinaten en momenta q en p afhankelijk of
onafhankelijk van elkaar? En zijn q en q̇ in het Lagrange-formalisme afhankelijk of
onafhankelijk van elkaar?

3)[0.1 ] Geef de definitie van het zwaartepunt.

4)[0.2 ] De hoeksnelheid kan als een vector ω geschreven worden. Hoe schrijf je de snelheid
van een punt r op een vast lichaam roterende met hoeksnelheid ω in termen van r

en ω ?

5)[0.1 ] Is de oplossing van de Hamilton-vergelijkingen hetzelfde als die van de Newtoni-
aanse bewegingsvergelijkingen?

6)[0.5 ] a) Wat is het Hamilton-principe? b) Via het Hamilton-principe wordt de gener-
erende functie voor kanonieke transformaties gëıntroduceerd. Op basis van welke
redenering is dit gedaan?

7)[0.2 ] Wat is λ en wat is f(x) in de zogeheten gemodificeerde Lagrange vergelijking
∂L/∂x + λ∂f/∂x = d/dt(∂L/∂ẋ)?

Opgave 8 [2.0]

Een puntdeeltje met constante massa m glijdt wrijvingsloos onder de invloed van de
zwaartekracht langs een spiraal. In cylindercoördinaten ((r, θ, z) met z langs de verticaal)
wordt de spiraal gegeven door r = R en θ = kz, met R en k constant.

(a) Geef aan hoeveel gegeneraliseerde coördinaten nodig zijn om dit probleem op te
lossen. Welke is (zijn) het meest geschikt?

(b) Schrijf de Lagrangiaan op.

(c) Schrijf de Hamiltoniaan op.

(d) Schrijf de Hamilton-vergelijkingen op. Los ze op en vergelijk de beweging met die
van een vallend lichaam.
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Opgave 9 [2.0]

Een puntdeeltje beweegt langs een rechte lijn (1-dimensionale beweging) onder de invloed
van een conservatieve kracht veroorzaakt door de potentiële energie

V (x) = V0x
2e−αx2

(a) Schrijf de Lagrangiaan op. Is de totale energie E behouden?

(b) Schets de potentiële energie V (x). Geef de punten van (stabiel of instabiel) even-
wicht en de corresponderende waarden van V (x) aan.

(c) Teken enkele fase portretten, namelijk krommen met constante energie in het (x, ẋ)
vlak, en beschrijf het karakter van de beweging. Wordt voor deze potentiaal het
karakter van de beweging alleen bepaald door de energie of ook door iets anders?

Opgave 10 [2.0]

Twee puntdeeltjes met massa’s m1 en m2 zijn verbonden met een touw van lengte l.
Deeltje 1 beweegt zonder wrijving op een horizontale tafel. Het touw loopt horizontaal
tot het einde van de tafel waar het over een katrol naar beneden hangt. Deeltje 2 beweegt
natuurlijk onder invloed van de zwaartekracht.

(a) Laat x en y de afstanden van respectievelijk deeltje 1 en 2 tot de katrol. Schrijf de
vergelijking van de randvoorwaarden op.

(b) Schrijf de Lagrangiaan van het systeem op.

(c) Schrijf de twee gemodificeerde Lagrange-vergelijkingen voor x and y op en bereken de
multiplicator van Lagrange (hint: gebruik de vergelijking van de randvoorwaarden
om een relatie tussen ẍ en ÿ af te leiden)

(d) Bereken de kracht van de randvoorwaarden op m2 en verklaar zijn richting.
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Opgave 11 [2.2]

Beschouw een dunne (2-dimensionale) rechthoekige plaat met zijden a en b en massa M .
De massa is gelijkmatig (homogeen) verdeeld over de plaat. Werk met een lichaamsvast
assenstelsel waarvan de oorsprong samenvalt met het zwaartepunt van de plaat.

(a) Beredeneer in welke richtingen de hoofdassen van dit lichaam liggen.

(b) Laat zien dat de hoofdtraagheidsmomenten worden gegeven door

1

12
Ma2 ,

1

12
Mb2 en

1

12
M(a2 + b2)

(c) Bereken het krachtmoment dat nodig is om de plaat met constante hoeksnelheid te
laten roteren rond een diagonaal.

(d) Waarom verdwijnt dit krachtmoment als a = b?

Nuttige formule
(

dL
dt

)

inertial
=

(

dL
dt

)

body
+ ω × L
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