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Vermeld op de eerste bladzijde rechtsboven:
naam, studentnummer, opleiding en naam WC-assistent
en verder op ieder blad je naam.

Het gebruik van een rekenmachine en/of telefoon is niet toegestaan. Je mag geen
gebruik maken van het boek Analysis 1. Geef precieze argumenten en antwoor-
den.

1. Zij ACRenvzijzeR

(i) (2 punten)
Geef de definities van ‘z is het supremum van A’, ‘z is een adheren-
tiepunt van A’ en ‘z is een limietpunt van A’.

(ii) (8 punten)
Neem aan dat A begrensd is. Ga van de volgende uitspraken na of
ze waar zijn. Geef een bewijs of een tegenvoorbeeld.

(a) Het supremum van A is een adherentiepunt van A.

(b) Het supremum van A is een adherentiepunt van het complement
van A (het complement van A is de verzameling R\A = {z €
Rz ¢ A)). ‘

(c) Het supremum van A is een limietpunt van A.

(d) Stel dat z € R een limietpunt is van A. Dan geldt: z < sup(A).

2. Beschouw de rij reéle getallen (a,)52 .

(i) (2 punten)
Wanneer heet de reeks > -, a, convergent? En wanneer absoluut
convergent?

(i) (3 punten)
Bewijs: als de reeks ) -° an convergent is, dan is de 11j (an)32,
convergent en lim, ., a, = 0.

(iii) (3 punten)
Bewijs: als de reeks )~ a, absoluut convergeert, dan convergeert
ook de reeks > 02 (an)?.

(iv) (3 punten)
Geldt de uitspraak in (iil) ook als we slechts aannemen dat de reeks
> o0 o an convergent is (i.p.v. absoluut convergent)?



3. (i) (2 punten)
Formuleer de tussenwaardestelling (Intermediate Value Theorem).
(ii) (4 punten)
Zij f:[0,5] — R een continue functie met f(0) = f(5). Laat zien
dat er een c € [0, 4] bestaat met f(c) = f(c+ 1).

4, Zija,be Rmet a < benzj f,g: [a,b] — R.

(i) (2 punten)
Wanneer heet g Riemann integreerbaar op [a, b]?

Neem vanaf nu aan dat f,g > 0 (d.w.z., f(z) > 0 en g(z) > 0, voor alle
z € [a,b]).

i (B) (4 punten)
Bewijs: als g Riemann integreerbaar is met f[ ab 9 = 0 en fis be-
grensd, dan is de functie g- f Riemann integreerbaar en [ A 7=10

Neem vanaf nu aan dat f continu is op [a, b].

(iii) (2 punten)
Formuleer de Heine-Borel stelling.
(iv) (4 punten)
Gebruik de Heine-Borel stelling om te bewijzen dat f begrensd is.

Uit het maximumprincipe volgt dat f zijn maximum bereikt in een punt
Tmaz € [a,b] en dat f zijn mimimum bereikt in een punt zm, € [a, b)].
Neem vanaf nu verder aan dat g en g- f beide Riemann integreerbaar zijn
op [a,b].

(v) (4 punten)
Laat zien: er bestaat een getal ¢ € [f(Tmin), f(Tmaz)] met

3

/ g-f=c‘/ g.
[a,b] [a,8]

(Hint: onderscheid de gevallen f{a gg=0en f[a 597 0).

(vi) (3 punten)
Laat zien: er bestaat een getal ¢ € [a, b] met f[a’b] g = flg) -f[a 5 9-




